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Fermat’s Theorem
Let p be a positive prime.

If (a, p) = 1, then ap−1 ≡ 1 (mod p).

Euler’s Theorem
Let m be a positive integer.

If (a, m) = 1, then aφ(m) ≡ 1 (mod m).

Proof.

A = {1, 2, . . . , p− 1}とすれば，A の要素の個数

♯A = p− 1. i ∈ Aについて，aiを p で割った余りを ri

とすれば，

ai ≡ ri (mod p).

f (i) = ri とすれば，f は A から A への写像であ

る．f が単射であることを示す． (mod p)を fix する．

f (i) = f (j)とすれば ai ≡ aj となり，(a, p) = 1より

i ≡ jである．i, j ∈ Aより i = j. 確かに fは Aから A

自身への単射であるが，Aは有限集合だから，fは全単

射になる．

そこで

a · 1 ≡ r1,

a · 2 ≡ r2,

...

a · p− 1 ≡ rp−1

の辺々を乗じて

ap−1

p−1∏
i=1

i ≡
p−1∏
i=1

ri.

ところが，1, 2, . . . , p− 1と r1, r2, . . . rp−1 は全体とし

て一致するから
p−1∏
i=1

i =

p−1∏
i=1

ri

であり，p: prime であるから，この積は pと互いに素で

ある．よって両辺これで割ることができて，

ap−1 ≡ 1 (mod p)

となり，証明された． �

Proof.

A = {k1, k2, . . . , kφ(m)} とすれば，A の要素の個数

♯A = φ (m). ki ∈ A について，aki を m で割った余

りを ri とすれば，

ak1 ≡ ri (mod m).

f (ki) = ri とすれば，f は A から A への写像であ

る．f が単射であることを示す． (mod m)を fix する．

f (ki) = f (kj)とすれば aki ≡ akj となり，(a, m) = 1

より ki ≡ kj である．ki, kj ∈ Aより ki = kj . 確かに f

は A から A 自身への単射であるが，A は有限集合だか

ら，f は全単射になる．

そこで

a · k1 ≡ r1,

a · k2 ≡ r2,

...

a · kφ(m) ≡ rφ(m)

の辺々を乗じて

aφ(m)

φ(m)∏
i=1

ki ≡
φ(m)∏
i=1

ri.

ところが，k1, k2, . . . , kφ(m) と r1, r2, . . . rφ(m) は全体

として一致するから

φ(m)∏
i=1

ki =

φ(m)∏
i=1

ri

であり，(ki, m) = 1であるから，この積はm と互いに

素である．よって両辺これで割ることができて，

aφ(m) ≡ 1 (mod m)

となり，証明された． �
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